Une infinite de structures de contact tendues sur les varietes
  toroidales by Colin, Vincent
ar
X
iv
:m
at
h/
00
12
08
5v
1 
 [m
ath
.G
T]
  1
2 D
ec
 20
00 Une infinite´ de structures de contact tendues sur les
varie´te´s toro¨ıdales
∗
Vincent Colin
Octobre 2000
Abstract
We show that every closed toroidal irreducible orientable 3-manifold carries infinitely
many universally tight contact structures.
Re´sume´
On de´montre que toute varie´te´ orientable, irre´ductible, close et toro¨ıdale de dimen-
sion 3 porte une infinite´ de structures de contact universellement tendues.
1 Introduction
Une varie´te´ de dimension 3 est dite toro¨ıdale si elle contient un tore incompressible, c’est-a`-dire
plonge´ et π1-injecte´. L’objectif de ce texte est de de´montrer le the´ore`me suivant, qui re´pond
partiellement a` une conjecture d’E. Giroux [Gi5, Gi6] :
The´ore`me 1.1 : Toute varie´te´ de dimension 3, orientable, irre´ductible, close (compacte sans
bord) et toro¨ıdale porte une infinite´ de structures de contact universellement tendues deux a`
deux non isomorphes.
Jusqu’ici, le principal re´sultat e´tabli l’e´tait pour les varie´te´s irre´ductibles contenant un tore
normal [Co2] : un tore est normal s’il est incompressible et si on ne peut pas le disjoindre par
isotopie d’un autre tore incompressible. Cette proprie´te´ caracte´rise des varie´te´s dans lesquelles
se plongent de manie`re π1-injective un fibre´ de Seifert de base “assez large”. Dans [Co2], on
de´montre ainsi que toute varie´te´ orientable et irre´ductible qui contient un tore normal porte
une infinite´ de structures de contact universellement tendues.
Comme dans ce premier travail, la de´monstration du the´ore`me 1.1 repose sur la notion
de torsion, introduite par E. Giroux [Gi3, Gi4, Gi5], et sur l’e´tude qu’il en a faite dans le cas
du tore e´pais.
∗Classification AMS : 57R17, 53D10. Mots cle´s : varie´te´ de contact, structure tendue, torsion, varie´te´
toro¨ıdale.
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Avant de poursuivre plus avant la discussion, on rappelle quelques notions de ge´ome´trie de
contact.
Une structure de contact sur une varie´te´ V de dimension 3 est un champ de plans ξ qui
posse`de une e´quation locale α = 0 telle que la 3-forme α ∧ dα soit une forme de volume. En
particulier, sur une varie´te´ oriente´e, toute structure de contact posse`de un signe (donne´ par
celui de α ∧ dα qui se re´ve`le inde´pendant du choix de α). Par de´faut, toutes les varie´te´s de
contact rencontre´es par la suite sont suppose´es oriente´es et les structures de contact positives.
Les structures de contact se scindent en deux cate´gories comple´mentaires : les structures
vrille´es et les structures tendues. Une structure ξ sur une varie´te´ V est vrille´e s’il existe un
disque D plonge´ dans V tel que ξ|∂D = T∂DD. Si le rappel dans tout reveˆtement de V d’une
structure vrille´e est une structure vrille´e, ce n’est pas toujours le cas des structures tendues
(voir par exemple [Co1]) ; c’est pourquoi on distingue comme sous-cate´gorie de ces dernie`res
les structures universellement tendues, qui restent tendues apre`s un passage au reveˆtement
universel. Aujourd’hui, les structures vrille´es sont parfaitement comprises graˆce au travail de
Y. Eliashberg [El1]. Les structures tendues en revanche restent en partie myste´rieuses. Leur
e´tude est d’autant plus inte´ressante qu’elle se situe a` l’intersection de nombreuses branches de
la ge´ome´trie : the´orie des nœuds, the´orie des feuilletages, ge´ome´trie symplectique...
On de´crit a` pre´sent des outils intervenant dans l’e´tude des varie´te´s de contact.
Si S est une surface oriente´e dans V et si ξ est oriente´e pre`s de S, en dehors des points
(xi)i∈I de S, ge´ne´riquement isole´s, ou` ξ(xi) = TxiS, l’intersection de ξ et de TS est un champ
de droites oriente´es qui s’inte`gre en un feuilletage de S, appele´ feuilletage caracte´ristique de S
et note´ ξS. Il est singulier en les points xi. Le feuilletage caracte´ristique trace´ par une structure
ξ sur une surface S de´termine ξ pre`s de S. En particulier, pour recoller deux structures de
contact de meˆme signe situe´es de part et d’autre d’une surface, il suffit que leurs feuilletages
caracte´ristiques co¨ıncident.
Toute courbe inte´grale de ξ est dite legendrienne. Si une courbe legendrienne oriente´e γ
est contenue dans une surface S, on de´finit son invariant de Thurston-Bennequin relatif, note´
tb(γ, S), comme la moitie´ de la somme alge´brique, le long de γ, des intersections entre ξ et
TS. Si γ est une courbe positivement transverse a` ξ et borde une surface oriente´e S, le champ
de plans ξ|S admet une section non singulie`re X . On appelle autoenlacement de γ, note´ l(γ),
l’enlacement entre γ et toute courbe obtenue en poussant un peu γ par X .
Pour diffe´rencier les structures de contact tendues, E. Giroux [Gi3, Gi4, Gi5] a intro-
duit la notion de torsion. Si T ⊂ (V, ξ) est un tore incompressible dans une varie´te´ de con-
tact, on cherche a plonger, pour le plus grand entier naturel n possible, le produit de contact
(T 2 × [0, 2π], ker(cosntdx + sinntdy)) dans la meˆme classe d’isotopie C que celle d’un voisi-
nage tubulaire de T . Cet entier (e´ventuellement nul, si de tels plongements n’existent pas,
ou infini) est la torsion de ξ dans la classe C et est note´ Tor(V, ξ, C), ou Tor(V, ξ) s’il n’y a
pas d’ambigu¨ıte´. On a vu dans [Co2] comment lire cet invariant sur le nombre de Thurston-
Bennequin relatif d’un certain type de courbe. C’est cette strate´gie que l’on va a` nouveau
appliquer pour de´montrer le the´ore`me 1.1.
Pour de plus amples de´tails sur les notions de base de la ge´ome´trie de contact, et notam-
ment sur la cre´ation et l’e´limination de singularite´s d’un feuilletage ξS par isotopie de S, on
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renvoie a` [Gi2].
Je remercie chaleureusement E. Giroux de l’aide qu’il m’a apporte´e dans la recherche de
cette de´monstration. Je lui dois notamment l’ide´e de se placer sur un reveˆtement de groupe
π1(T ) ainsi que de distinguer les diffe´rentes possibilite´s pour le rappel de T . Une partie de la
re´daction de ce texte a e´te´ effectue´e lors d’un se´jour a` l’universite´ de Stanford et a` l’American
Institute of Mathematics. Je remercie ces deux institutions de leur soutien.
2 Recueil de re´sultats sur la torsion
L’objet de cette section est de re´pertorier des re´sultats, principalement dus a` E. Giroux,
K. Honda et Y. Eliashberg, concernant la torsion des structures de contact universellement
tendues sur le tore e´pais, l’anneau e´paissi et le demi-espace. On donne si ne´cessaire des es-
quisses de preuves permettant d’expliciter le lien a` ces travaux lorsqu’il n’est pas totalement
transparent. Le lemme 2.8 peut eˆtre e´galement de´duit des arguments de´veloppe´s dans [Co2].
2.1 Structures de contact universellement tendues sur le tore e´pais
Calcul de la torsion sur un mode`le
Lemme 2.1 [Gi5] : Soit ξ la structure de contact de´finie sur T 2 × [−1, 1] = {(x, y, θ)} par
l’e´quation cos f(θ)dx+ sin f(θ)dy = 0, ou` f : [−1, 1]→ R est a` de´rive´e strictement positive et
ve´rifie : f(−1) ∈ [0, 2π[ et f(1) ∈ [2nπ, 2(n + 1)π[, n ∈ N . Alors Tor(T 2 × [−1, 1], ξ) est la
partie entie`re de (f(1)− f(−1))/2π, c’est-a`-dire n ou n− 1.
Addition des torsions
Lemme 2.2 [Gi5] : Soit ξ une structure de contact universellement tendue sur T 2 × R telle
que ξT 2 × {±1} soit un feuilletage line´aire. On a :
Tor(T 2 ×R, ξ|T 2×R) = Tor(T
2×]−∞,−1], ξ|T 2×]−∞,−1]) + Tor(T
2 × [−1, 1], ξ|T 2×[−1,1])
+Tor(T 2 × [1,+∞[, ξ|T 2×[1,+∞[) + k,
ou` k = 0, 1, ou 2.
Crite`re d’annulation de la torsion
Lemme 2.3 : Soit ξ une structure universellement tendue sur T 2×[−1, 1] qui trace sur T 2×{1}
un feuilletage sans singularite´ ni composante de Reeb avec un nombre fini d’orbites pe´riodiques
non de´ge´ne´re´es et un feuilletage line´aire sur T 2×{−1}. On note A = S1×{∗}× [−1, 1] ⊂ T 2×
[−1, 1]. On suppose que ∂A est transverse, ou e´ventuellement tangent le long de T 2×{−1}∩∂A,
a` ξ. S’il existe un arc legendrien γ plonge´ dans A joignant un bord de A a` l’autre et tel que
tb(γ, A) = −1
2
, alors Tor(T 2 × [−1, 1], ξ) = 0.
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De´monstration : On peut toujours supposer que, quitte a` changer A en conservant γ,
le bord de A est paralle`le a` aux orbites de ξT 2 × {1}. Apre`s cette modification, on est assure´
que tb(γ, A) = 0, −1
2
ou −1. De`s lors, pour tout feuilletage non singulier F de T 2 × {1},
transverse a` ∂A, dont les orbites ferme´es sont non de´ge´ne´re´es et co¨ıncident avec celles de A
(avec une orientation e´ventuellement diffe´rente, mais les orbites attractives restent attractives et
les re´pulsives, re´pulsives), il existe une isotopie C0-petite de T 2×{1} fixant A ([Gi1]), telle que
le feuilletage caracte´ristique du nouveau tore soit F (ce feuilletage comporte e´ventuellement des
composantes de Reeb). Ce faisant, d’apre`s [Gi5], la torsion du produit de´limite´ par T 2× {−1}
et l’image de T 2 × {1} est la meˆme que celle de (T 2 × [−1, 1], ξ). On note (T 2 × [−1, 1], ξF ) ce
nouveau produit. Par construction, on a toujours l’anneau A contenant l’arc legendrien γ qui
joignent tous deux un bord de (T 2 × [−1, 1], ξF ) a` l’autre. On a de plus tb(γ, A) = 0, −
1
2
ou
−1.
Toujours d’apre`s [Gi5] et sa description comple`te des structures de contact tendues sur le
tore e´pais, si n de´signe la torsion de ξ, il existe un feuilletage F de T 2 × {1}, un entier k, un
re´el θ0 et une fonction f strictement supe´rieure a` 2nπ tels que (T
2 × [−1, 1], ξF ) ≃ {(x, y, θ ≤
f(y))} ⊂ (T 2 × [0, 2(n + k)π], ker(cos(θ + θ0)dx + sin(θ + θ0)dy)). Dans ces coordonne´es, on
prolonge A par l’anneau produit (∂A ∩ {θ = f(y)})× {f(y) ≤ θ ≤ 2(n+ k)π}, et l’arc γF par
(∂γF ∩ {θ = f(y)})× {f(y) ≤ θ ≤ 2(n+ k)π}. On obtient ainsi un anneau AF portant un arc
legendrien γF qui joignent tous deux un bord a` l’autre de T
2× [0, 2(n+k)π]. Par construction,
tb(γF , AF ) ≥ −k −
1
2
et, comme ∂AF est transverse a` ξ, on peut e´galement supposer, quitte a`
effectuer une isotopie de AF relative a` γF ne modifiant pas tb(γF , AF ), que ∂AF est transverse
(ou e´ventuellement partout tangent) a` la structure.
D’apre`s [Ka] (the´ore`me 7.6), on a alors tb(γF , AF ) ≤ −n − k. On en de´duit que n ≤
1
2
,
ce qui implique que l’entier naturel n est nul.
Lemme de re´alisation
Lemme 2.4 [Gi5] : Soit ξ une structure de contact universellement tendue sur T 2 × [0,+∞[
qui trace un feuilletage line´aire sur T 2×{0}. Si ξ est de torsion finie n, il existe (c, θ0) ∈ R
2 tel
que pour tout k ∈ N , il existe un plongement φ de T 2× [0, k] dans T 2× [0, c] laissant invariant
T 2 × {0}, et tel que φ∗ξ ait pour e´quation cos(θ + θ0)dx + sin(θ + θ0)dy = 0. On peut meˆme
imposer que c = 2π(n+ 2).
On indique simplement comment se ramener a` des re´sultats d’E. Giroux.
D’apre`s [Gi1], quitte a` effectuer des isotopies C0-petites sur les tores T 2 × {k}, on peut
toujours supposer que le feuilletage ξT 2 × {k} comporte un nombre fini d’orbites pe´riodiques
non de´ge´ne´re´es. On se place dans cette situation. La structure ξ|T 2×[0,k] est alors comple`tement
de´crite (voir [Gi5]) par — outre la torsion n et ξT 2 × {i}, pour i = 0, k — la donne´e d’une
famille d’anneaux (Ai)1≤i≤k deux a` deux disjoints dans T
2 × [0, k], s’appuyant sur les orbites
pe´riodiques de ξT 2 × {k}. On conside`re le produit T 2 × [0, k] comme naturellement inclus
dans T 2 × [0, k + 1]. Toujours d’apre`s [Gi5], plonger (T 2 × [0, k], ξ) dans (T 2 × [0, 2π(n +
2)], ker(cos(θ+ θ0)dx+sin(θ+ θ0)dy)) revient a trouver une famille d’anneaux (A
′
i)1≤i≤l deux a`
deux disjoints dans T 2× [k, k+1] dont les bords co¨ıncident avec ceux des anneaux de la famille
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(Ai)1≤i≤l et telle que la re´union des deux familles constitue un ou deux tores incompressibles
dans T 2 × [0, k + 1].
En d’autres termes, la preuve du lemme 2.4 se re´duit a` la de´monstration du lemme suivant,
laisse´e a` la sagacite´ du lecteur :
Lemme 2.5 : Soit (αi)1≤i≤l une famille d’arcs deux a` deux disjoints inclus dans S
1 × [0, 1],
dont les extre´mite´s sont incluses dans S1 × {1}. Il existe une famille d’arcs (α′i)1≤i≤l inclus
dans S1 × [1, 2], dont les extre´mite´s co¨ıncident avec celles des arcs de la famille (αi)1≤i≤l, et
telle que la re´union des familles (αi)1≤i≤l et (α
′
i)1≤i≤l forme un ou deux cercles non contractiles
dans S1 × [0, 2].
E´limination des singularite´s
Lemme 2.6 : Soient ξ une structure universellement tendue sur V = T 2 × R, et A = S1 ×
{∗} × [−1, 1] ⊂ T 2 × [−1, 1] ⊂ T 2 × R. On suppose que ∂A est transverse a` ξA avec un signe
constant et que ξA ne contient que des singularite´s de meˆme signe. On supppose de plus que
ξT 2 × {1} est un feuilletage sans singularite´ ni composante de Reeb.
Il existe une isotopie C0-petite de T 2 × [−1, 1] fixant un voisinage de A ∪ T 2 × {1} telle
que l’image de T 2 × {−1} porte un feuilletage sans singularite´ ni composante de Reeb.
De´monstration : On utilise des techniques de´veloppe´es dans [Gi1]. On se place sur un
reveˆtement de degre´ deux p : V ′ → V de V dans lequel la pre´image de A est constitue´e de deux
anneaux disjoints A1 et A2. En particulier, dans ce reveˆtement, p
−1(A) de´coupe p−1(T 2×[−1, 1])
en deux tores solides, dont un est de´note´ T . Le bord de T est constitue´ de la re´union de p−1(A)
et de deux anneau B−1 et B1 qui sont envoye´s par p respectivement sur T
2×{−1} et T 2×{1}.
On sait par hypothe`se que, si ξ′ de´signe le rappel de ξ dans V ′, le feuilletage ξ′(A2 ∪ B1) ne
porte que des singularite´s de meˆme signe et est soit sortant, soit rentrant le long du bord. En
particulier, l(∂(A2 ∪ B1)) = 0. On a donc aussi l(∂(A1 ∪ B−1)) = 0. Comme ξ
′A1 ne pre´sente
que des singularite´s de meˆme signe et que ξ′A1 est soit rentrant, soit sortant le long de ∂A1,
ces singularite´s s’e´liminent toutes par une isotopie de A1 fixant B−1 (voir [Gi1]). On en de´duit
que les singularite´s de B−1 s’e´liminent par une isotopie C
0-petite de B−1 fixant un voisinage de
son bord (voir [Gi1]), ce qui, transcrit dans V , fournit le re´sultat recherche´.
2.2 Structures universellement tendues sur R × S1 × [0, 1]
On e´tend la notion de torsion aux structures de´finies sur, respectivement, R × S1 × S1 =
{(x, y, θ)} et R × S1 × [0, 1] (avec des coordonne´es similaires), en remplac¸ant la recherche de
plongements de T 2 × [0, 2π] par celle de plongements (propres et π1-injectifs) de (R × S
1 ×
[0, 2π], ker(cosnθdx + sinnθdy)) respectivement non se´parant et paralle`les au bord. On parle
alors de torsion annulaire. Le re´sultat suivant de´coule de [Co2]. Il peut eˆtre e´galement de´duit
des techniques de´veloppe´es dans [Gi5].
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Lemme 2.7 [Co2, Gi5] : Toute structure de contact universellement tendue sur R × S1 × S1
est de torsion annulaire finie.
Corollaire 2.8 : Toute structure de contact universellement tendue ξ sur V = R × S1 ×
[−1, 1] = {(x, y, θ)} qui a pour e´quation cos f(θ)dx+ sin f(θ)dy = 0 sur R × S1 × [−1,−1 + ǫ]
et R× S1 × [1− ǫ, 1] a une torsion annulaire finie.
De´monstration : On note g : [2, 3] → R une fonction de de´rive´e strictement positive
avec g(2) = f(1) mod 2π et g(3) = f(−1) mod 2π. Le champ de plans ζ donne´ par l’e´quation
cos g(θ)dx + sin θdy = 0 est une structure de contact sur R × S1 × [2, 3] = {(x, y, θ)}. En
identifiant R × S1 × {1} ⊂ V avec R × S1 × {2} d’une part, et R × S1 × {−1} ⊂ V avec
R× S1 × {3} ⊂ V d’autre part, on obtient, en prolongeant ξ par ζ , une structure de contact η
sur W = R× S1× S1. La structure η est universellement tendue par application d’une version
annulaire du the´ore`me de recollement 4.3 (voir [Co1]). On applique alors le lemme 2.7 pour
conclure.
2.3 Structures tendues sur le demi-espace R2 × [0,+∞[
Sur le demi-espace R2 × [0,+∞[, la notion de torsion disparaˆıt comme le montre le the´ore`me
de classification suivant, duˆ a` Y. Eliashberg.
Lemme 2.9 [E-T] : Si ξ est une structure tendue sur R2 × [0,+∞[= {(x, y, t)} qui a pour
e´quation cos tdx + sin tdy = 0 sur R2 × [0, ǫ[, alors elle est conjugue´e a` la structure de´finie
globalement par la meˆme e´quation par un diffe´omorphisme qui est l’identite´ pre`s du bord.
3 De´composition topologique du proble`me
Une surface S ( 6= S2, D2) plonge´e dans une varie´te´ de dimension 3 est dite incompressible si
son groupe fondamental s’injecte dans celui de V .
Soit V une varie´te´ de dimension 3 orientable, irre´ductible et close qui contient un tore
incompressible.
On sait d’apre`s W. Jaco, P. Shalen et K. Johannson [Ja, J-S, Jo] qu’il existe une collection
minimale finie (Ti)0≤i≤n de tores incompressibles deux a` deux disjoints, unique a` permutation
et isotopie pre`s, telle que toute composante de V \ ∪0≤i≤nTi soit ou un fibre´ de Seifert, ou
atoro¨ıdale (c’est-a`-dire dans laquelle tout tore incompressible est paralle`le a` une composante
de bord).
Si V est un fibre´ de Seifert, on note T un tore incompressible quelconque de V . Dans
le cas contraire, la collection (Ti)0≤i≤n de´coupant V est non vide et on pose T = T0. On note
π : V¯ → V le reveˆtement de V de groupe π1(T ). Deux situations peuvent se produire :
• a) tous les releve´s de T dans V¯ sauf un sont des plans ;
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• b) il existe un reveˆtement p : V˜ → V de groupe Z dans lequel deux releve´s T˜1 et T˜2 de T
sont des anneaux conjugue´s a` S1 × R.
Dans les deux cas, on note T¯ un releve´ compact de T dans V¯ .
Lemme 3.1 : Dans le cas a), on note V¯1 et V¯2 l’adhe´rence dans V¯ des deux composantes de
π−1(V \ T ) adjacentes a` T¯ . La varie´te´ V¯ est alors obtenue en recollant a` chaque composante
de ∂(V¯1 ∪ V¯2) un demi-espace (≃ R
2 × [0,∞[). En particulier, V¯ est diffe´omorphe a` l’inte´rieur
de V¯1 ∪ V¯2 dans V¯ . Topologiquement, elle est e´galement conjugue´e a` T
2 × R.
De´monstration : Comme V est Haken, elle est reveˆtue par R3 et tout releve´ P de T dans
R3 de´coupe R3 en deux demi-espaces. En recollant, suivant les cas, un de ces deux demi-espaces
aux composantes de bord non compactes de V¯1 et V¯2, on obtient un reveˆtement de V , qui est
de groupe π1(T ) d’apre`s le the´ore`me de Van Kampen. Il est donc conjugue´ a` V¯ .
Le fait que V¯ soit conjugue´ a` T 2×R est un re´sultat classique de topologie explique´ dans
[Si, Ja].
De la meˆme manie`re, on montre le re´sultat suivant :
Lemme 3.2 : Dans le cas b), la varie´te´ V˜ est conjugue´e a` R×S1×R et les deux anneaux T˜1 et
T˜2 a` R×S
1×{−1} et R×S1×{1}. On note V˜1 et V˜2 l’adhe´rence des composantes de p
−1(V \T )
adjacentes a`, respectivement, T˜1, et T˜2 et qui ne rencontrent pas le produit R × S
1×] − 1, 1[.
Trois cas peuvent alors se produire :
• b1) La composante de Seifert adjacente a` T ne fibre pas au-dessus d’une bande de Mo¨ebius
et, pour i = 1, 2, les composantes de ∂V˜i \ T˜i sont toutes des plans. La varie´te´ V˜ est alors
obtenue a` partir de R × S1 × [−1, 1] en recollant V˜1 sur T
2 × {−1} et V˜2 sur T
2 × {1},
puis en recollant a` chaque composante de bord restante de V˜1 et V˜2 des demi-espaces
(≃ R2 × [0,∞[). Dans ce cas, on note q : V˜ → V¯ l’application de reveˆtement qui envoie
T˜1 sur T¯ . L’image de V˜1 par q est conjugue´e a` T
2×[0,+∞[ et q induit un diffe´omorphisme
de V˜2 sur son image. Toutes les composantes de bord de q(V˜1∪R×S
1× [−1, 1]∪ V˜2) sont
des plans et on a : V¯ ≃ Int(q(V˜1 ∪ (R× S
1 × [−1, 1]) ∪ V˜2)).
• b2) La composante de Seifert M adjacente a` T fibre au-dessus d’un ruban de Mo¨ebius et
deux releve´s conse´cutifs T¯ et T¯ ′ de T dans V¯ sont des tores. On note V¯1 et V¯2 les deux
composantes de π−1(V \ T ) attache´es a` l’exte´rieur du produit P relevant M et de´limite´
dans V¯ par ces tores. Les composantes de bord de V¯1 et V¯2 autres que T¯ et T¯
′ sont toutes
des plans. La varie´te´ V¯ est alors conjugue´e a` Int(V¯1 ∪ P ∪ V¯2).
• b3) Il existe un reveˆtement de V conjugue´ a` R× S
1 × S1 dans lequel T posse`de un rappel
conjugue´ a` R× S1 × {∗}.
De´monstration : Dire que deux anneaux proprement plonge´s et π1-injecte´s dans R×S
1×R
bordent un produit est un re´sultat classique pour lequel on renvoie a` [Wa].
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Pour obtenir une image plus pre´cise de la situation, on va utiliser la position de T par
rapport a` la de´composition de Jaco-Shalen de V .
Tout d’abord, on peut dire que si V est un fibre´ de Seifert, on est dans le cas b3). Dans
cette situation en effet, V posse`de un reveˆtement fini Vˆ qui fibre sur le cercle. Quitte a`
conside´rer un reveˆtement de degre´ 2 de Vˆ , on se rame`ne au cas ou` Vˆ fibre au-dessus d’une
surface orientable S. Tout rappel Tˆ de T dans Vˆ est alors incompressible et est, a` isotopie
pre`s, sature´ pour cette fibration (cf. [He]). La surface S est donc de genre strictement positif.
Soit α une courbe ferme´e simple dans S telle que Tˆ soit isotope au rappel de α dans Vˆ . On
note β une courbe ferme´e simple dans S que l’on ne peut pas disjoindre de α par isotopie, dont
l’existence est assure´e par la minoration du genre de S, et Tˆ ′ le rappel de β dans Vˆ . Il n’existe
alors pas d’isotopie de disjonction de Tˆ et Tˆ ′ (et Tˆ est un tore normal). Le reveˆtement W de
Vˆ de groupe π1(Tˆ
′), vu comme reveˆtement de V , posse`de les proprie´te´s requises dans le cas b3)
(voir par exemple [Co2]).
Sinon, on est par hypothe`ses dans le cas ou` T est isotope a` un des tores de la de´composition
de Jaco-Shalen.
Soit T¯ ′ un releve´ de T dans V¯ , distinct de T¯ , qui est un anneau infini (conjugue´ a` R×S1)
ou un tore. On note K l’adhe´rence de la composante de V¯ \ (T¯ ∪ T¯ ′) qui rencontre T¯ et
T¯ ′. D’apre`s le the´oree`me de Van Kampen, π1(K) = π1(V¯ ) = Z
2. Il existe alors dans T¯ ′ une
courbe ferme´e simple homologue a` une courbe ferme´e simple de T¯ . Ces deux courbes bordent
une surface dans K que l’on peut toujours rendre incompressible et qui est donc un anneau,
car π1(K) = Z
2. D’apre`s le the´ore`me de l’anneau VIII.10 de [Ja], T¯ et T¯ ′ doivent border un
meˆme releve´ d’une composante du de´coupage de Jaco-Shalen qui est un fibre´ de Seifert M . En
particulier, tous les releve´s de T dans V¯ qui ne sont pas des plans doivent border l’adhe´rence
d’une meˆme composante de π−1(V \ T ).
• Si T¯ ′ est un tore, la composante de Seifert M posse`de un reveˆtement de degre´ deux con-
jugue´ a` T 2× [0, 1] : il s’agit d’une fibration en cercles sur un ruban de Mo¨ebius (cf. [Ja]). Tous
les releve´s de T autres que T¯ et T¯ ′ sont, d’apre`s ce qui pre´ce`de, des plans. La meˆme e´tude que
celle de la configuration a) permet de terminer la de´monstration dans ce cas.
• Si T¯ ′ est un anneau, par passage au reveˆtement, on obtient que tous les releve´s de T dans V˜
qui ne sont pas des plans doivent border l’adhe´rence d’une meˆme composante de p−1(V \T ), ce
qui suffit a` ramener la de´monstration, comme dans le cas du lemme pre´ce´dent, a` une utilisation
du the´ore`me de Van Kampen et a` des raisonnements e´le´mentaires sur les reveˆtements : par
exemple, en recollant des demi-espaces, judicieusement choisis dans le reveˆtement universel de
V , aux composantes de bord de V˜1 ∪ (R× S
1 × [−2, 2]) ∪ V˜2 (qui sont toutes planes d’apre`s ce
qui pre´ce`de), on obtient un reveˆtement de V de groupe Z qui est donc conjugue´ a` V˜ .
Remarque 3.3 : Plus ge´ne´ralement, on peut dire que, si T est normal (ce qui e´quivaut a`
dire que T n’est pas isotope a` l’un des tores de la de´composition de Jaco-Shalen-Johannson),
on est dans le cas b3) : il existe en effet un releve´ annulaire T˜3 de T situe´ hors du produit
de´limite´ dans V˜ par T˜1 et T˜2 (voir [Co2]), et on est dans la situation ou au moins deux anneaux
parmi ceux de la famille (T˜i)1≤i≤3 bordent un produit P (conjugue´ a` R× S
1 × [0, 1]) avec une
coorientation (obtenue en relevant une coorientation de T ) rentrante dans le produit pour l’un
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et sortante pour l’autre. Si φ est un diffe´omorphisme entre ces deux anneaux commutant avec
p et pre´servant l’orientation, la varie´te´ obtenue par identification des deux bords de P a` l’aide
de φ fournit une varie´te´ W , conjugue´e a` R × S1 × S1, qui est un reveˆtement de V dans lequel
T posse`de un rappel (donne´ par l’image de ∂P ) conjugue´ a` R × S1 × {∗}. La de´monstration
du the´ore`me 1.1 dans ce cas a de´ja` e´te´ essentiellement traite´e dans [Co2].
4 Construction de la suite d’exemples
Pour construire des structures de contact tendues, on dispose d’un important travail effectue´
par D. Gabai [Ga] d’une part et par Eliashberg-Gromov [El3, Gr] et Eliashberg-Thurston [E-T]
d’autre part.
Un feuilletage est dit tendu s’il posse`de une transversale ferme´e qui rencontre toutes
ses feuilles. L’existence des feuilletages tendus a e´te´ largement e´tudie´e par D. Gabai. On
rappelle qu’une surface incompressible est dite minimale si elle minimise le genre dans sa classe
d’homologie. Ici, la surface n’est pas suppose´e connexe, mais on suppose qu’aucune composante
n’est une sphe`re ou un disque, et le genre de´signe alors la somme des genres des composantes
connexes.
The´ore`me 4.1 [Ga] : Soient V une varie´te´ compacte irre´ductible de dimension 3 borde´e par
une re´union non vide de tores et S une surface minimale dans V qui repre´sente un e´le´ment
non nul de H2(V, ∂V, Z). Il existe un feuilletage tendu dont une feuille est S et qui trace sur
∂V un feuilletage sans singularite´ ni composante de Reeb.
Un feuilletact est un champ de plans ξ = kerα tel que la 3-forme α ∧ dα soit de signe
constant. Cette notion interpole entre les notions de feuilletage (ou` α ∧ dα est identiquement
nulle) et de structure de contact (ou` α ∧ dα ne s’annulle pas).
The´ore`me 4.2 [E-T] : Tout feuilletact ξ est limite C0 de structures de contact qui co¨ıncident
avec ξ sur un compact ou` il est de´ja` de contact.
Pour prouver qu’une varie´te´ de contact (V, ξ) est tendue, on dispose d’un crite`re duˆ a`
Y. Eliashberg et M. Gromov [El3, Gr] : il suffit qu’il existe une varie´te´ symplectique (W, ω˜) (ω˜
est une 2-forme ferme´e non de´ge´ne´re´e) qui remplisse (V, ξ), ce qui signifie que ∂W = V , que
ω˜|ξ est non de´ge´ne´re´e et que ω˜ oriente V = ∂W comme ξ.
En particulier (voir [E-T]), il suffit qu’il existe une 2-forme ferme´e ω sur V qui domine
ξ, c’est-a`-dire telle que ω|ξ soit non de´ge´ne´re´e, ainsi qu’une structure ne´gative ξ
′ e´galement
domine´e par ω.
Dans ce cas en effet, la 2-forme ω˜ = p∗ω + ǫdsα obtenue a` partir de ω sur V × [0, 1] — s
est la coordonne´e sur [0, 1], ǫ est un re´el positif assez petit, p : V × [0, 1]→ V la projection sur
V et α = 0 est une e´quation de ξ — de´termine un remplissage symplectique de (V, ξ)
∐
(V, ξ′)
et le the´ore`me de remplissage de [El3, Gr] assure alors que ξ et ξ′ sont tendues.
Plus ge´ne´ralement, dans le cas ou` (V, ξ) = ∂(W, ω˜) n’est pas compacte, il faut supposer
de plus, outre le fait que ω˜|ξ > 0, qu’il existe une structure presque complexe J sur W qui
pre´serve ξ et telle que ω˜(∗, J∗) soit une me´trique riemanienne g avec les proprie´te´s suivantes :
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• g est comple`te ;
• le rayon d’injectivite´ de g est minore´ par un re´el strictement positif ;
• la courbure sectionnelle de g est majore´e.
On dit alors que (W, ω˜) a` une ge´ome´trie finie a` l’infini, et, d’apre`s [El3, E-T, Gr], toute varie´te´
de contact borde´e par une varie´te´ symplectique qui posse`de une ge´ome´trie finie a` l’infini est
tendue.
D’apre`s un travail de D. Sullivan [Su], imposer l’existence d’une telle 2-forme pour un
feuilletage e´quivaut a` dire qu’il est tendu.
Une autre strate´gie pour construire des structures tendues est de de´terminer leur com-
portement par rapport a` certaines ope´rations de chirurgies.
The´ore`me 4.3 [Co1] : Soient (V, ξ) une varie´te´ de contact et T ⊂ V un tore incompressible. Si
ξT est un feuilletage line´aire et si la varie´te´ (V \T, ξ|V \T ) est universellement tendue, alors (V, ξ)
l’est aussi. La conclusion est la meˆme si T est un anneau incompressible plonge´ qui posse`de un
voisnage tubulaire conjugue´ a` : (R × S1 × [−ǫ, ǫ] = {(x, y, θ)}, ker(cos(θ + θ0) + sin(θ + θ0))),
avec ǫ, θ0 ∈ R.
C’est sur cette chaˆıne de re´sultats qu’on se fonde pour prouver le lemme suivant, le´ge`re
adaptation d’un e´nonce´ de K. Honda, W. Kazez et G. Matic´ [HKM], qui pre´cise le travail
d’Eliashberg et Thurston.
Lemme 4.4 (voir [HKM]) : Soit V une varie´te´ oriente´e de dimension 3, qui est irre´ductible,
compacte et dont le bord est une re´union non vide de tores incompressibles. Soit S une surface
minimale plonge´e dans V , chaque composante connexe de S e´tant de bord non vide plonge´ dans
∂V . Il existe une structure de contact universellement tendue positive ξ sur V , qui trace sur
∂V un feuilletage line´aire et sur chaque composante de S un feuilletage transverse au bord avec
un signe constant, sans orbite pe´riodique et dont toutes les singularite´s sont de meˆme signe.
De´monstration : D’apre`s le the´ore`me 4.1 de Gabai, il existe un feuilletage tendu F dont
S est une feuille et qui trace sur ∂V un feuilletage sans singularite´ ni composante de Reeb.
Quitte a` modifier F , on peut supposer qu’il est conjugue´ a un feuilletage produit S × [−1, 1]
pre`s de S ≃ S × {0}.
Soit alors ω une 2-forme ferme´e, donne´e par [Su], qui domine F . On modifie ω pre`s de
chaque composante T de ∂V de la manie`re suivante. Soit T × [−1, 0] = {(x, y, θ)} un syste`me
de coordonne´es pre`s de T ≃ T × {0} tel que F soit tangent a` ∂θ et transverse a` ∂y (F ∩ T est
sans composante de Reeb). On suppose de plus que S × [−1, 1] ∩ T est donne´ par l’e´quation
dy = 0. La 2-forme ω est ferme´e et s’e´crit donc dans ces coordonne´es : ω = adx∧ dy+ dη pour
un certain re´el a et une certaine 1-forme η.
Si g : [−1, 0] → R est une fonction positive, nulle pre`s de −1 et strictement positive sur
[−1
2
, 0], qui vaut 1 au voisinage de 0, et si χ : [−1, 0] → R vaut 1 sur [−1,−1
4
] et 0 pre`s de 0,
on pose, pour t ∈ R,
ωt = adx ∧ dy + d(χη) + tg(θ)dθ ∧ dx.
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Cette forme ωt est ferme´e, co¨ıncide avec ω pre`s de T × {−1} et, si t est assez grand, domine
F . On fixe un tel re´el t, assez grand pour chaque composante de bord, et on note ω′t la 2-forme
obtenue en raccordant ωt a` ω pre`s de chaque composante de bord. On colle alors a` chaque
composante de bord T un produit T × [0,+∞[= {(x, y, θ)} (les coordonne´es prolongent celles
de´ja` construites sur T × [−1, 0]) sur lequel on prolonge F par un feuilletage produit et ω′t par
la 2-forme adx ∧ dy + tdθ ∧ dx. On note V ′ cette nouvelle varie´te´, F ′ le nouveau feuilletage et
ωt” la nouvelle forme.
On revient a` pre´sent sur V . On trace sur S un feuilletage oriente´ L transverse a` ∂S, dont
les singularite´s sont des selles ou des foyers de divergence positive (pour une certaine orientation
de S fixe´e) et ne pre´sentant pas d’orbite pe´riodique. On choisit L sortant le long de ∂S. Un tel
feuilletage est donne´ par le noyau d’une 1-forme β avec dβ > 0 (voir par exemple [Gi2]). Soit
alors f : [−1, 1] → R une fonction lisse, nulle en ±1 et strictement positive a` l’inte´rieur. Si t
de´signe la coordonne´e transverse a` S dans son voisinage S × [−1, 1], la 1-forme α = dt+ f(t)β
ve´rifie : α∧ dα = f(t)dt∧ dβ. Le noyau de α est donc une structure de contact sur S×]− 1, 1[
qui trace L sur S, et co¨ıncide avec F au bord. On construit ainsi sur V un feuilletact positif ξ0
qui trace le feuilletage de´sire´ sur S. La proximite´ de ξ0 a` F est donne´e par la taille de f .
Soit a` nouveau T une composante de ∂V et {x = x0} une e´quation de S ∩ T . Le
feuilletage ξ0T a une e´quation de la forme dy + h(x, y)dx = 0, avec h(x0, y) > 0. Soit alors
H : T 2 × [0,∞[→ R une fonction lisse qui posse`de les proprie´te´s suivantes :
• ∂H
∂θ
(x, y, θ) > 0 ;
• limθ→+∞H = c0, c0 ∈ R ;
• H(x, y, 1) = c1, c1 ∈ R ;
• H(x, y, 0) = h(x, y).
Le champ de plans de´fini sur T 2× [0,+∞[ comme {dy+Hdx = 0} est une structure de contact
qui prolonge ξ0 en un feuilletact. Elle est transverse a` ∂y et trace sur chaque tore T × {1} un
feuilletage line´aire d’e´quation dy+c1dx = 0. Elle trace de plus sur (S∩T )× [0, 1] un feuilletage
non singulier, dirige´ par ∂θ, et donc sans orbite pe´riodique.
On effectue ce prolongement pre`s de chaque composante de ∂V pour obtenir un feuilletact
sur V ′. Si t est choisi assez grand, la 2-forme ωt” domine ce champ de plans. Le feuilletact ainsi
construit sur V ′ peut eˆtre approxime´, d’apre`s le the´ore`me 4.2, par une structure de contact
ξ. Comme la condition de domination est ouverte pour la topologie C0, la structure ξ est
domine´e par ωt”. Pour construire une structure de contact ne´gative ξ
′ domine´e par ωt”, il suffit
d’appliquer a` nouveau le the´ore`me 4.2 pour approximer le feuilletage F ′ par une structure
ne´gative. La varie´te´ V ′ n’est pas compacte, mais la forme ωt” est “constante” a` l’infini. On
peut appliquer le the´ore`me de Gromov et Eliashberg [Gr, El3] pour conclure que (V ′, ξ) est
universellement tendue : on s’aperc¸oit que la forme symplectique ω˜ = p∗ω”t + ǫdsα obtenue a`
partir de ω”t sur V × [0, 1] — s est la coordonne´e sur [0, 1], ǫ est un re´el positif assez petit,
p : V × [0, 1] → V la projection sur V et α = 0 est une e´quation de ξ —, ainsi que son rappel
dans le reveˆtement universel de V × [0, 1], a une ge´ome´trie finie a` l’infini (cf. [E-T]).
Pour conclure, il suffit de remarquer que V est conjugue´e a` V ′ \ (∪T⊂∂V T×]1,∞[).
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Soit V une varie´te´ irre´ductible, oriente´e, close, T ⊂ V un tore incompressible et T×[−1, 1],
T × {0} ≃ T un voisinage tubulaire de T . On note S ⊂ V \ T×]− 1, 1[ une surface minimale
(dont l’existence est assure´e dans [He]) qui rencontre les deux tores T × {±1} et dont toutes
les composantes connexes sont a` bord.
D’apre`s le lemme 4.4, il existe une structure de contact universellement tendue ξ0 sur
V \ T×]− 1, 1[ avec les proprie´te´s suivantes :
• ξ0 trace un feuilletage line´aire sur T × {±1} ;
• ξ0 est transverse a` ∂S et trace sur S un feuilletage sans orbite pe´riodique dont toutes les
singularite´s ont le meˆme signe.
Sur T × [−1, 1], muni des coordonne´es (x, y, θ), on prolonge ξ0 par une structure d’e´quation
cos fn(θ)dx+sin fn(θ)dy = 0, ou` fn[−1, 1]→ R est une fonction de de´rive´e strictement positive
qui ve´rifie : fn(−1) ∈ [0, 2π[ ; fn(1) ∈ [2nπ, 2(n+1)π[, ces valeurs e´tant telles que les feuilletages
trace´s sur T × {±1} par les structures situe´es de part et d’autre co¨ıncident.
D’apre`s le the´ore`me de recollement 4.3, toute structure ξn ainsi construite sur V est
universellement tendue.
The´ore`me 4.5 : La suite (ξn)n∈N comporte une infinite´ de structures de contact deux a` deux
non isomorphes.
On note C la classe d’isotopie du tore T dans V . Pour montrer le the´ore`me 4.5, il suffit
de de´montrer le re´sultat suivant :
The´ore`me 4.6 : Tor(V, ξn, C) <∞.
Voici, en effet, comment de´duire le the´ore`me 4.5 du the´ore`me 4.6.
D’apre`s [Co2], si ξ est une structure universellement tendue sur V seul un nombre fini (a`
reparame´trisation pre`s) de classes d’isotopieD de plongements de T 2×[0, 2π] dans V fournissent
une torsion Tor(V, ξ,D) non nulle. On note (Cni )1≤i≤kn ces classes pour (V, ξn), C = C
n
0 , et
Tn = sup1≤i≤kn{Tor(V, ξn, C
n
i ), avec Tor(V, ξn, C
n
i ) < ∞}, qui est bien de´fini et supe´rieur a` n
car n ≤ Tor(V, ξn, C
n
0 ) <∞. Ainsi, si p ∈ N est choisi assez grand, Tp > Tn. Si un est une suite
d’entiers telle que la suite Tun soit strictement croissante, on est alors assure´ que les structures
de contact ξun sont deux a` deux non isomorphes.
5 Preuve du the´ore`me 4.6
5.1 Configuration a)
Dans cette partie, on va montrer que Tor(V, ξn, C) vaut n− 1, n, n+ 1 ou n+ 2.
Soient T ⊂ V un tore incompressible dans la configuration a) et ξn une structure de
contact universellement tendue construite selon la me´thode propose´e plus haut. On note ξ¯n le
rappel de ξn sur V¯ et T¯ × [−1, 1] le releve´ de T × [−1, 1] qui contient T¯ ≃ T¯ × {0}. On note
de plus V¯1
′
et V¯2
′
les deux releve´s de V \ T×]− 1, 1[ dans V¯ adjacents a` T¯ × [−1, 1].
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Lemme 5.1 : (V¯ , ξ¯n) est contactomorphe a` (Int(V¯1
′
∪(T¯×[−1, 1])∪V¯2
′
), ξ¯n|Int(V¯1′∪(T¯×[−1,1])∪V¯2′)).
De´monstration : On sait par construction que les releve´s non compacts de T × {±1}
dans V¯ ont des voisinages tubulaires disjoints conjugue´s a` (R2× [−α, α], ker(cos tdx+sin tdy)).
On remarque alors a` l’aide du lemme 2.9 (et du lemme 3.1) que la structure ξ¯n est
conjugue´e, sur chaque composante de V¯ \Int(V¯1
′
∪(T¯×[−1, 1])∪V¯2
′
), a` (R2×[0,∞[, ker(cos tdx+
sin tdy)). Dans V¯ , on a donc un plongement de (R2 × [−α,∞[, ker(cos tdx + sin tdy)) pre`s
de chaque composante de bord non compacte de V¯1
′
et V¯2
′
(celles-ci e´tant identifie´es avec
R2 × {0}). On conclut graˆce a` un changement de variable explicite bien connu (voir par
exemple [Co1], remarque 4.3), ou par une nouvelle application du lemme 2.9, qui envoie (R2 ×
[−α,∞[, ker(cos tdx+sin tdy)) sur (R2× [−α, 0[, ker(cos tdx+sin tdy)) en laissant invariant un
voisinage de R2 × {−α}.
Par la suite, M de´signe la varie´te´ V¯1
′
ou V¯2
′
prive´e de ses composantes de bord non
compactes, et ζ la structure induite par ξ¯n sur M . On rappelle que M est diffe´omorphe a`
T 2 × [0,+∞[.
Lemme 5.2 : La varie´te´ (M, ζ) est de torsion nulle.
De´monstration : Quitte a` changer l’orientation de S, on suppose que toutes les singu-
larite´s de ζS sont positives. On note S ′ un rappel de S dans M , de groupe fondamental Z. La
surface S ′ est diffe´omorphe a` un demi-anneau infini S1× [0,∞[. Son bord est inclus dans celui
de M . Le feuilletage de S ′ est forme´ de singularite´s positives, et toute feuille de ce feuilletage
aboutit en un temps fini a` l’une des singularite´s. Il contient un unique cycle ferme´, paralle`le
au bord.
Par une isotopie C0-petite de S ′ on fait apparaˆıtre, sur chaque liaison entre deux selles
de ζS ′, un foyer et une selle positives. On note S” cette nouvelle surface. Dans ζS” on ne peut
pas trouver de chemin forme´ de liaisons contenant 4 selles conse´cutives.
Pour tout anneau A ⊂ S”, ∂S” ⊂ ∂A, l’ensemble ω−-limite de A par le flot de ζA est un
graphe de singularite´s fini Γ, forme´ d’arbres venant se greffer sur le cycle ferme´. Soit s une selle
de ce graphe et l une se´paratrice stable de s. La se´paratrice l provient alors soit d’un foyer,
soit d’une selle s′. A` leur tour, les se´paratrices stables de s′ proviennent soit d’un foyer, soit
d’une selle dont chaque se´paratrice stable provient alors d’un foyer.
Le graphe Γ est donc inclus dans un graphe Γ′ fini dont toutes les extre´mite´s sont des
foyers et qui contient toutes les se´paratrices stables de ses sommets. Le graphe Γ′ posse`de alors
un voisinage tubulaire (qui est un anneau) de bord transverse a` ζA.
On de´duit de ces remarques qu’il existe une exhaustion de S” par une suite d’anneaux
emboˆıte´s (Ai)i∈N , telle que :
• pour tout i ∈ N , ∂S” ⊂ ∂Ai ;
• pour tout i ∈ N , ∂Ai est transverse a` ζ et le feuilletage ζAi est sortant sur les deux bords.
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Comme A est proprement plonge´ et π1-injecte´ dansM , on peut montrer, a` l’aide des techniques
de´veloppe´es dans [Wa], que le couple (M,A) est conjugue´ a` (S1 × S1 × [0,+∞[, {∗} × S1 ×
[0,+∞[). En particulier, il existe une exhaustion deM par une famille de tores e´pais (conjugue´s
a` T 2 × [0, 1]) (Ti)i∈N telle que :
• ∂M ⊂ ∂Ti ;
• Ti rencontre transversalement S” le long de Ai.
D’apre`s le lemme 2.6 de´duit des travaux de E. Giroux, on peut supposer de plus que ∂Ti
pre´sente un feuilletage sans singularite´ ni composante de Reeb.
Pour conclure, on remarque que chaque anneau Ai porte un arc legendrien γi, de´fini
comme re´union de feuilles de ζAi, qui joint un bord de Ai a` l’autre, et tel que tb(γi, Ai) = −
1
2
car toutes les singularite´s de ζAi ont le meˆme signe. En particulier, le lemme 2.3 permet de
conclure que la torsion de Ti est nulle pour tout i. C’est donc aussi le cas pour M .
On applique le lemme 2.2 d’addition des torsions a` la de´composition :
Int(V¯1
′
∪ (T¯ × [−1, 1]) ∪ V¯2
′
).
On note que la torsion de (T¯ × [−1, 1], ξ¯n|T¯×[−1,1]) est n − 1 ou n d’apre`s le lemme 2.1 et que
celle des deux autres composantes de la de´composition est nulle d’apre`s le lemme 5.2. On en
de´duit que la torsion de Int(V¯1
′
∪ (T¯ × [−1, 1])∪ V¯2
′
), ξ¯n|Int(V¯1′∪(T¯×[−1,1])∪V¯2′)) vaut n−1, n, n+1
ou n + 2. D’apre`s le lemme 5.1, c’est aussi le cas pour (V¯ , ξ¯n).
On conclut en remarquant que :
n− 1 ≤ Tor(V, ξn, C) ≤ Tor(V¯ , ξ¯n).
5.2 Configuration b)
5.2.1 Cas b1)
Cette fois, on suppose qu’il existe un reveˆtement p : V˜ → V de V conjugue´ au produit
R× S1 ×R ou` T posse`de deux releve´s T˜1 et T˜2 qui sont des anneaux. Dans la construction de
ξn sur V , on part d’un voisinage tubulaire T × [−1, 1] de T . Dans V˜ , on note T˜1 × [−1, 1] et
T˜2 × [−1, 1] les deux voisinages de T˜1 et T˜2 qui rele`vent T × [−1, 1]. D’apre`s le lemme 3.2, on
peut supposer que V˜ = R×S1×R avec, pour tout t ∈ [−1, 1], T˜1×{t} = R×S
1×{−2+ t} et
T˜2×{t} = R×S
1×{2+ t}. On note V˜1
′
et V˜2
′
les deux composantes de p−1(V \ (T×]− 1, 1[))
adjacentes a`, respectivement, T˜1 × [−1, 1] et T˜2 × [−1, 1] et qui ne rencontrent pas le produit
R× S1×]− 3, 3[.
On remarque que pour i = 1, 2, il existe ji ∈ {1, 2} tel que V˜i
′
reveˆte V¯ji
′
. On note pji
l’application de reveˆtement.
Comme, hormis T˜i×{±1}, les composantes de ∂V˜i
′
sont des plans, la meˆme de´monstration
que celle du lemme 5.1, base´e sur le lemme 2.9 de classification des structures tendues sur le
demi-espace, fournit que les sous-varie´te´s (R × S1×] − ∞,−3], ξ˜n) et (R × S
1 × [3,+∞[, ξ˜n)
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de V˜ = R × S1 × R sont conjugue´es aux varie´te´s (V˜1
′
, ξ˜n|V˜1
′) et (V˜2
′
, ξ˜n|V˜2
′) prive´es de leurs
composantes de bord non annulaires, et donc que :
(V˜ , ξ˜n) ≃ (Int(V˜1
′
∪ (R× S1 × [−3, 3]) ∪ V˜2
′
), ξ˜n|Int(V˜1
′
∪(R×S1×[−3,3])∪V˜2
′
)
).
On note q, comme dans le lemme 3.2, l’application de reveˆtement de V˜ sur V¯ qui envoie T˜1 sur
T¯ . De la meˆme fac¸on que pre´ce´demment, comme, d’apre`s le lemme 3.2, toutes les composantes
de ∂(q(Int(V˜1
′
∪ (R× S1 × [−3, 3]) ∪ V˜2
′
)) sont des plans, on obtient que :
(V¯ , ξ¯n) ≃ (q(Int(V˜1
′
∪ (R× S1 × [−3, 3]) ∪ V˜2
′
)), q∗ξ˜n|
′
Int(V˜1
′
∪(R×S1×[−3,3])∪V˜2)
).
Remarque 5.3 : On prendra garde que, si q(V˜1
′
) = V¯1
′
ou V¯2
′
, on n’a pas en revanche q(V˜2
′
) =
V¯2
′
ou V¯1
′
.
Pour simplifier les notations, on suppose que q(V˜1
′
) = V¯1
′
, et donc en particulier que
j1 = 1.
On veut montrer que la torsion est finie sur V¯ . D’apre`s l’isomorphisme pre´ce´dent, il suffit
de conside´rer un produit P = T 2× [0, 2π] plonge´ de manie`re π1-injective dans (q(Int(V˜1
′
∪ (R×
S1 × [−3, 3]) ∪ V˜2
′
)), q∗ξ˜n|Int(V˜1
′
∪(R×S1×[−3,3])∪V˜2
′
)
).
Soient V¯1” et V¯2”, les sous-varie´te´s de V¯ obtenues en retirant a` V¯1
′
et V¯2
′
les composantes
de bord autres que T¯ ×{±1}. On rappelle que, d’apre`s [Si], pour i = 1, 2, V¯i” ≃ T
2 × [0,+∞[.
D’apre`s l’e´tude du cas a), et notamment le lemme 5.2, la torsion est nulle sur V¯i”.
On remarque alors que si k1, k2 ∈ N sont assez grand, P ∩ q(V˜i
′
) est inclus dans T 2 ×
[0, k1] ⊂ V¯1” ≃ T
2 × [0,+∞[ si i = 1, et dans p−1j2 (T
2 × [0, k2]) ⊂ q(V˜2) ≃ V˜2 pour i = 2, ou`
T 2 × [0, k2] ⊂ V¯i2” ≃ T
2 × [0,+∞[.
De plus, d’apre`s le lemme 2.4, il existe (c1, c2, θ1, θ2) ∈ R
4 (inde´pendant de k1 et k2) tel que,
pour i = 1, 2, (T 2×[0, ki], ξ¯n|T 2×[0,ki]) se plonge dans (T
2×[0, ci], ker(cos(θ+θi)dx+sin(θ+θi)dy)).
Ainsi, par passage au reveˆtement, on en de´duit que le rappel par q de P dans V˜ se plonge
dans le mode`le
(W, ζ) ≃ (R×S1× [0, c1], ker(cos(θ+ θ1)dx+ sin(θ+ θ1)dy))∪ (R×S
1× [−3, 3], ξ˜n|R×S1×[−3,3])
∪(R× S1 × [0, c2], ker(cos(θ + θ2)dx+ sin(θ + θ2)dy))
(ou` on identifie R × S1 × {0} avec R × S1 × {−3} d’une part, et avec R × S1 × {3} d’autre
part). La varie´te´ (W, ζ) est obtenue par collage de trois varie´te´s de contact universellement
tendues le long d’anneaux (R×S1×{±3}) dans un voisinage tubulaire desquels la structure a
par construction une e´quation du type cos(θ+ θ0)dx+sin(θ+ θ0)dy = 0, ou` θ ∈ [−ǫ
′, ǫ′] de´signe
la coordonne´e transverse. En particulier, la version annulaire du the´ore`me de recollement 4.3
fournit que (W, ζ) est universellement tendue.
On est de plus bien dans les hypothe`ses du lemme 2.8 : sa conclusion s’applique et la
torsion annulaire est finie sur (W, ζ).
On conclut la de´monstration du the´ore`me 4.6. en remarquant que :
Tor(V, ξn, C) ≤ Tor(V¯ , ξ¯n) ≤ Tor(W, ζ).
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5.2.2 Cas b2)
L’e´tude dans ce cas est essentiellement un me´lange de celle des configuration a) et b1), c’est
pourquoi on se contente d’en re´sumer les e´tapes. On note V¯1
′
et V¯2
′
les deux releve´s de V \(T×]−
1, 1[) dans V¯ inclus dans V¯1 et V¯2. On note P
′ le produit borde´ dans V¯ par les composantes
toriques de ∂V¯i
′
. Comme les composantes de bord de V¯1
′
∪ P ′ ∪ V¯2
′
sont des plans, on obtient,
comme dans l’e´tude du cas a), un isomorphisme :
(V¯ , ξ¯n) ≃ (Int(V¯1
′
∪ P ′ ∪ V¯2
′
), ξ¯n|Int(V¯1′∪P ′∪V¯2′)).
Pour conclure il faut rappeler que, pour i = 1, 2, la varie´te´ obtenue en retirant a` V¯i
′
ses
composantes de bord non compactes est conjugue´e a` T 2 × [0,+∞[ et que la torsion y est finie
(lemme 5.2). La torsion est e´galement finie sur P ′, par exemple par application du corollaire 2.8
a` un reveˆtement cyclique de P ′. On applique alors le lemme d’addition des torsions 2.2 a` la
de´composition ci-dessus pour obtenir que la torsion de (V¯ , ξ¯n) est finie, et donc aussi celle de
(V, ξ) dans la classe C de T .
5.2.3 Cas b3)
Dans le cas b3), on sait qu’il existe un reveˆtement W de V , conjugue´ a` R×S
1×S1, dans lequel
T posse`de un releve´ conjugue´ a` R× S1 ×{∗}. Dans ce cas, le lemme 2.7 affirme que la torsion
annulaire de W est finie, ce qui implique a` nouveau imme´diatement le the´ore`me 4.6.
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